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Fusion par confinement inertiel

Inertial Confinement Fusion Concept

-
Driver beam Blowotf Inwardly transported
thermal energy

' “
” Y o8
rd
Target
heating Compression Ignition Burn
A pulse of radiation The fuel is rapidly When the fuel core reaches Thermonuclear burn quickly
(light, x-rays, or ions) compressed by the 20 times the density of lead, spreads through the
rapidly heats the rocket-like blowoff of it ignites at 100,000,000°C campressed fuel, ylelding
surface of a pea-sized hot surface material many times the input energy
{uel capsule
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Modélisation

Couplage multi-physique:

)

Réactions de fusion ‘ <~ Hydrodynamique
0
Transfert radiatif

Interaction laser-plasma

1)

‘ EQS, ctes physiques, ... ‘

YRS
N
-

Instabilités hydrodynamiques
Particules supra-thermiques
Hors-équilibre thermodynamique local
Incertitudes
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Equation de diffusion implicite :

—ANut+u=f
Les objectifs :
o Consistance Les contraintes :
e Convergence (ordre 2 ?) e Maillage déformé
@ Stabilité/robustesse @ Volumes finis
e Positivité/principe du maximum o Parallélisation
o Conservativité
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Schéma positif en 2D

Formulation volumes finis

Schéma volumes finis (maille K, faces e) : T,

[ [u [ N

Klux + (—/Vu-nKe) = |K|f, \\ o

= Approximation consistante de Fre=— / Vu- ng,.
Je



Schéma volumes finis

on linéaires
Traitement de la non linéarité
Tests numériques

Schéma positif en 2D

Premiere tentative

Le schéma le plus simple : FKe= —/Vu - Ng,.
e
At - . ~ U(x)—u(xk) x —
Approximation du gradient sur la face e : Vu =~ |)€L_XK|K &i_iE',
u(xy) — u(xk) xp —x u(xy) — u(x
Vu-ng, ~ (x) — ulxk) xL—xk 'nKSZMCOS(Q),
X —xk| |xL—xk XL — xk|

I\;m———rwr——m@ v



Schéma volumes finis

Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
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Schéma positif en 2D

Premiere tentative

@ M-matrice : principe du o1 ¢
maximum.
5 001L i
@ non convergent sur & _
maillage déformé 0001 L S
0.0001 L
1 10 100

Number of cells
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Schéma volumes finis

Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
Tests numériques

Schéma positif en 2D

Deuxieme tentative

Idée : utiliser des inconnues intermédiaires aux sommets pour
calculer Vu (donc le flux).

KMy KM>
K. — & + .
N KMy [[KM:]|

n =

— —
- KM . KM
fK’e:_/<avU A 2>
e\ KM KM |

~ _|e| OzUMl — Uk +ﬂUM2 — Uk
[KM || [KM||

Valeurs aux sommets calculées par interpolation.
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Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
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Schéma positif en 2D

Deuxieme tentative

Stencil a 9 points.
@ Consistant, ordre 2. L

@ Perte du principe du maximum.
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Schéma posi

Deuxieme tentative

Perte du principe du maximum.

x 108
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Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
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Schéma positif en 2D

SChéma pOSItIf Yuan, Sheng, 2008

Pour chaque face, deux flux consistants :

N
Fi —|ene<o¢KuM1 oK
[KM |

g1
[

+5K e — UK> )
| KM ||

—
[[LMs]|

On les combine pour en faire un flux a deux points :

Fk e = pi(u)F1 — pa(u)Fa,
Fre = po(u)Fp — pi(u)Fy,

umy, — u
= —|e|ke <aL M — L4

B “L> :
| LM |
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Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
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Schéma positif en 2D

F uile|x (oc ! + 8 ! ) u
Ke — 1 e K — K—— K
| KMz || | KM |
1 1
— 2| e|ke <06L + 6L > ug
(| LMa| | LMz |

um, um,
—p1 |efke (aK —— + fk— >
[ KM || (| KM |

=a

um, upm.
+p2 |e]ke (a,_ Lt B — )
(| LMa]| [ LMs|

—a
Contraintes :
1+ = 1 as a1
Ha e o = = , p2 = :
aipl — axfl2 = 0. a + a ar+ a
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Flux non linéaires
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Fik,e = Akeuk — ALetr, Fre=—Fkpe,
1 1 ao
Ak,e = l1]€|ke KW‘FB m ) M1:m7
ALe = p2lelke | oL ——=— + b1 % = —
’ | LMsa|| | LMs|| a1+ a
a1 = |e|ke (a Km ﬁKH:%IH) o — mox [ 0. Z o |
2 = el (ow b + Bl ) ’ Pl

Flux a deux points non linéaire.



Schéma volumes finis

Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
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Schéma positif en 2D

Equation
u—Au=*f.

Schéma
U+ MU)U=F,

IM(U)]kx = Z AK es

ecK
[M(U)lk = —ALe si K # L.

@ M(U) n'est pas symétrique.

@ M(U)T est une M-matrice : schéma positif.

@ Y coefficients d'une colonne = 0 : schéma conservatif.
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Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
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Schéma positif en 2D

Algorithme

Schéma non linéaire U + M(U)U = F : point fixe

Ut - M(Um U™ = F.

e L'équation U+ M(U)U = F admet une solution.

Droniou, Le Potier, 2010

e Pour v (= At) assez petit, |'algorithme
U™t 4 MU UM = F

est convergent.



Schéma volumes finis

Flux non linéaires

Traitement de la non linéarité
Tests numériques

Schéma positif en 2D

Etude de convergence

Probléme avec solution analytique :

—Au = 27% cos(mx) cos(my) dans Q =]0,1[x]0, 1],
Ohu=20 sur 012,

/u:2.
Q
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Schéma volumes finis

Flux non linéz

Traitement de la non linéarité
Tests numériques

Schéma positif en 2D

Onde de Marshak

Onde de Marshak sur un maillage de Kershaw : 9:u — AuP = 0.

1
Solution explicite u(x, t) = (i — x) +/p.

220407 —
Diamant positt'——
Roferonce -------
20407 Rk —

180407

160407

1.40407

120407

10407

80406

40408
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Schéma volumes finis

Flux non linéz

Traitement de la non linéarité
Tests numériques

Schéma positif en 2D

Onde de Marshak

Onde de Marshak sur un maillage de Kershaw : 9;u — AuP = 0.
1/p

+

o - ) - _

Solution explicite u(x,t) = (% — x)

T (Kelvin)

Ax =0.05 Ax = 0.025.




Schémas positifs en 3D Giohemeslspesifioues

Tests numériques

Dimension 3

§ 7
1
4 ,
Difficultés supplémentaires : N 5
\ 1 1
o Définition maille/face Y
LN
/l N !
! \\ 1
l/ \\lz
/ A
) S g
1



Problemes spécifiques

Schémas positifs en 3D - P
Tests numériques

Dimension 3

Difficultés supplémentaires :

@ Base associée a une face
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Tests numériques

Schémas positifs en 3D

Dimension 3

Difficultés supplémentaires :

o Situations pathologiques




Problemes spécifiques

Schémas positifs en 3D - P
Tests numériques

Géométrie

Définitions :
@ Centre d'une face e : isobarycentre des sommets.

@ Face : union des triangles définis par le centre et une aréte.

@ Normale effective n, = / ndS.
e




Problemes spécifiques

Schémas positifs en 3D - P
Tests numériques

Volumes finis

Schéma volumes finis (maille K, faces e) :

/Ku—/KAu:/Kf,

Kluc+ 3 (—/Vu~nKe) — IK|f,
e

ecOK

= Approximation consistante de Fre=— / Vu- ng,.
Je



Problemes spécifiques
Tests numériques

Schémas positifs en 3D

Volumes finis

Somme sur les triangles d'une
face :

FK,e = —/Vu-n = —Z(VU)T nr.

T

@ décomposition nr
o différences finies

@ combinaison de flux




Probléemes spécifiques
Tests numériques

Schémas positifs en 3D

Cas tests

Un cas de convergence : u(x,y,z) =1+ cos(mx) cos(my) cos(mz).
Maillage aléatoire.

4
order 2 —t—
5 12 emor —x—
5
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log(number of cells)
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Schémas positifs en 3D

Cas tests

Onde de Marshak sur un maillage de Kershaw : 9;u — AuP = 0.

1
Solution explicite u(x, t) = (% — x) +/p.




Dimension 1

P Dimension 2
Ordre élevé

Consistance

Dimension 1 : ordre 2 consistant => On regarde |'ordre élevé.

—u"+u=f dans Q=]0,1],
u=g sur 09,

Schéma :
e d’'ordre élevé (> 3)
@ positif

@ conservatif

B. Després, Non linear schemes for the heat equation in 1D, M2AN, 2014.
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Ordre élevé

Méthode volumes finis :

F.

1 —J; 1
i+3 =5

Flux
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Flux d'ordre élevé

Développements de Taylor intégrés au voisinage de x; 1
2

hit hivi K
uip1 = u(x1) + T“,(Xﬂrl) +Z (E ++1) ul )(X’_+%) +O (R,

1 ko h 1)K
u'(xy1) = . (u;+1—u;)—zuu(z)(xi+%)+(’)(hk).

Flux exact F.
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Calcul des flux

Evaluation des dérivées u(é)(x,.Jr;) : reconstruction polynomiale
2

Polynéme de degré k : k + 1 mailles voisines de x;_ 1.
2

P(X) = ak(uo, ...Uk)Xk + ...+ ao(UO, ...Uk).

Contraintes
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Positivité

Une astuce de Y. Gao et al. 1 pour assurer la positivité
1

i+1 = —ﬁ(uiﬂ —ui) + figd
i+3

Partie positive et partie négative :

roo1 |1 roo1|—r1
— +5 | it+3 _ +5| its
r; 1:r-—*—1_r- 15 ’+1:¥207 roi= 122 —2>0.
3 itz it3 i+3 i+3
Réécriture des flux
- +
r r
1 i+1 1 i+3
Ty =\ T ) T R T
i+l Uil i+i Ui

Coefficients positifs (M-matrice), non linéarité.

ly. Gao, G. Yuan, S. Wang, X. Hang, A finite volume element scheme with a monotonicity correction for
anisotropic diffusion problems on general quadrilateral meshes, Journal of Computational;Physics; 2020.
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Propriétés du schéma

Conservativité
Positivité
Consistance des flux a 'ordre k

Convergence a l'ordre k — 1 sous hypothése de stabilité

Schéma d'ordre élevé Au = f : solution 1.
Version non linéaire positive B(u)u = f : solution u (point fixe).

@ Si u >0, alors T = u (unique) solution positive.
@ Sinon, u > 0 (pas "solution" de B(u)u = f).
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Tests numériques

— (k) = f dans Q =]0,1],
g sur 0.

k(x) = exp(x).

Solution analytique P

u(x) = sin(rx) — 2x2% + 4, AN

e -0 -0--06-0-0 00000

g(0)=4>0 et g(1)=22>0.
gy

{f(x) = dexp(x) + 4x exp(x) — 7 cos(mx) exp(x) + 72 exp(x) sin(7x) > 0,
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Ordre élevé

1072 [ B ordre 1 numérique
ordre 2 numérique
ordre 3 numérique
ordre 4 numérique
ordre 5 numérique

ordre 6 numérique

O *

—_
9
S
T
*
m]
*
' *
> *
|
>0 # O

— ordre 7 numérique

—_
2
=)}
T
>

*
ordre 8 numérique

% ordre 9 numérique

* — ordre 1 théorique

Erreur L2

[y
2
[ee]
T
*

——— ordre 2 théorique
——— ordre 3 théorique

——— ordre 4 théorique

,_.

2
o
o
T

——— ordre 5 théorique
ordre 6 théorique

ordre 7 théorique

10—12

| | ordre 8 théorique

101 102 ——— ordre 9 théorique

Nombre de mailles
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P Dimension 2
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Tests numériques : positivité

—u" =f dans Q =]0,1],
u=0 sur .

f(x) = 72 sin(rx) > 0 dans Q. / \

Solution analytique

u(x) = sin(mx), n/
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P Dimension 2
Ordre élevé

Tests numériques : positivité

Nombre de | Schéma Schéma
mailles monotone | non monotone
8 0 5
16 0 4
32 0 2
64 0 2
128 0 3

Table: Comparaison du nombre de composantes négatives des schémas
monotone et non-monotone, sur maillage déformé, a I'ordre 3.



Ordre élevé

Maillage primal

Dimension 1
Dimension 2

Figure: Maillage primal

v

r et s : sommets,

£ : aréte du maillage primal, de
mesure |¢],

i et j : mailles,

g : point de quadrature de Gauss sur
I"aréte £,

X, : position du sommet r,

X; : position du centre de gravité de
la maille j,

X¢ : position du centre de I'aréte ¢,
V; : volume de la maille j.

njy : normale unitaire a |'aréte ¢,
sortante pour la maille /.
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Maillage dual

Méthode DDFV (Discrete Duality Finite Volume)!

» rets: mailles

» i,jet{: sommets,

» 7 : aréte du maillage dual, de mesure
1,

» 5 : point de quadrature des Gauss
sur |'aréte ¢,

» X, : position du sommet r,

» X : position du centre de gravité de
la maille duale r,

» V, : volume de la maille r,
»> n_;: normale unitaire a |'aréte 7,
. . sortante pour la maille r.
Figure: Maillage dual aux sommets

1Jean-SyIvain Camier, Francois Hermeline, International journal for numerical methods iniengineering, 2016.
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Probléme

—Au+u=1f dans €,
u=g sur 0,

Méthode volumes finis

— Z /nVu n= /f

Ledi
Méthode de quadrature
fZWng/{g Vu n,g~/f
tedi  getl i

avec wy les poids de la quadrature de Gauss.
Calcul des flux

Fr=— ngng (Vu)g

- Njy.
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Calcul des flux

Développements de Taylor a I'ordre k au voisinage de x4

uy = U(Xg) + (%) = xg) - Vu(xg)

Z oPu
_ m _ (p—m) k+1
+ jP‘ p—m dx”’@y(f’ m) (X )/(X Xg) (y yg) + o (h ) ’

u = U(Xg) + (Xi —xg) - Vu(xg)

+Z e —) / (x = %)™y = ye) =™ + O (hF1) .

,p' p m BX’"By(P m)

On soustrait :
(xj = xi) - Vu(xg) = uj — ui + rij,

9P 1 1
g g — Jx =) " =) = =[x = )" — ) o (hk“) .
o pim o ayv = <wf )" (v — e) \/,[ )" (v — ¥e) >+
j ;
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Calcul des flux

Méme méthode sur les mailles duales

(xs — xr) - Vu(xg) = us — ur + rrs,

o E x E Py _O%ul) [ 1 ey — e L Yy — y )P ki1
rs = o (p _ m) Dem oy (V; /;x x)"(y — ¥g) v (x = x)"(y — ¥g) + O (h ) .
p=2 m=0 s r

Systéme d'inconnue Vu(xg)

Vu(xg) . (Xj — X,') =uj—u+ T’,:,',
Vu(xg) - (xs — Xr) = us — ur + Frs.

Décomposition de la normale nj, dans la base ((x; — x;), (xs — x/))
nje = aje(xj — %) + Bie(xs — xr),

avec ajp > 0.

(Vu) - nig = aie (uj — uj + rij(u)) + Bie (us — ur + rrs(u)).
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P Dimension 2
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Calcul des flux

J
, u
Inconnues mailles-sommets : u = ( uR )

Flux numérique :
Fo(u) = =01y wgrig (i (uj — ui + rij(w)) + Bie (us — ur + ris(u))),
gel
Autrement dit
fg(u) = —'yg(uj — U,') + rg(u),
avec

’glzu-)gl‘fg IZrIJ )+/8f€(u5_ Ur+rr5(u))),

gel

Yo = a,-g\€|2wg/£g >0
gel
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Ordre élevé

Tests numériques

—Au=f dans Q=]0,1[x]0, 1],
u=0 sur .

f(x,y) = 2m?sin(rx)sin(my) > 0.

Solution analytique

u(x,y) = sin(mx)sin(my),
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P Dimension 2
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Convergence L2 sur le maillage primal

F T T A
+ O ordre 2 numérique
[ ordre 2 théorique
1072 E
« [ i
A | ]
N | N
3 | N
L
P
L 10—3 = -
—4 |
10 Hl | | :
1092 10! 101

Nombre de mailles



Conclusion et Perspectives

Conclusion : schéma volumes finis sur maillage déformé :
@ conservatif
@ positif

@ consistant (ordre élevé).

Perspectives :
@ Ordre élevé en 2D.
@ Inconnue tensorielle.

@ Discrétisation en temps.
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